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Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïðè ïðèìåíåíèè áîëüøèíñòâà ñóùåñòâóþùèõ
íà äàííûé ìîìåíò ìåòîäîâ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèß, ðåøàþùèõ
çàäà÷ó âèäà
min{f(x), x ∈ D}, (1)
ãäå D = {x : x ∈ Rn, g(x) ≤ 0}, g(x) = max{fi(x), i = 1..m}, ñïåöèàëè-
ñòû ñòàëêèâàþòñß ñ ïðîáëåìîé îáåñïå÷åíèß îñòàíîâêè âû÷èñëèòåëüíîãî
ïðîöåññà â òî÷êå, êîòîðàß ßâëßåòñß ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è,
óäîâëåòâîðßþùèì çàäàííîìó óðîâíþ òî÷íîñòè. Êîíå÷íî, áîëüøèíñòâî
ìåòîäîâ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèß èìåþò êðèòåðèé îïòèìàëüíî-
ñòè, ïîçâîëßþùèé îïðåäåëèòü, ÷òî ïîëó÷åííàß èòåðàöèîííàß òî÷êà ßâ-
ëßåòñß ðåøåíèåì çàäà÷è (1). Îäíàêî óñëîâèß òàêîãî êðèòåðèß âûïîëíß-
þòñß òîëüêî â èñêîìîé òî÷êå îïòèìóìà, êîòîðóþ ìîæíî äîñòè÷ü â îá-
ùåì ñëó÷àå òîëüêî â ïðåäåëå. Ïîýòîìó äëß ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèß
ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè íà ïðàêòèêå òðåáóåòñß èìåòü íå òîëüêî êðèòåðèè
îïòèìàëüíîñòè, íî è ëåãêî ïðîâåðßåìûå óñëîâèß, âûïîëíåíèå êîòîðûõ
ãàðàíòèðóåò ïîëó÷åíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß çàäà÷è (1) ñ çàäàííîé
òî÷íîñòüþ ε > 0. Åñëè òàêèõ óñëîâèé íåò, òî ïðèõîäèòñß îñòàíàâëèâàòü
âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ íà îñíîâàíèè ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî
ìîæåò ïðèâåñòè ê òî÷êå, äàëåêîé îò îïòèìàëüíîãî ðåøåíèß çàäà÷è (1).
Ïîýòîìó ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ â ðàìêàõ òîãî èëè èíîãî ìåòîäà íåëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèß, èìåþùèõ ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçóåìûé êðèòå-
ðèé ïîëó÷åíèß ε- ðåøåíèß çàäà÷è (1), ßâëßåòñß àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé ñ
òî÷êè çðåíèß ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèß ìåòîäîâ.
Äàííàß äèññåðòàöèîííàß ðàáîòà ïîñâßùåíà ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ
â ìåòîäå öåíòðîâ, ïîëó÷àþùèõ ε-ðåøåíèå çàäà÷è (1) çà êîíå÷íîå ÷èñëî
èòåðàöèé.
Áîëüøîé âêëàä â èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ ïîñòðîåíèß àëãîðèòìîâ è
ïîëó÷åíèß óñëîâèé äîñòèæåíèß òî÷íîãî èëè ε-ðåøåíèß çàäà÷è (1) â ìå-
òîäå öåíòðîâ è â ìåòîäå øòðàôíûõ ôóíêöèé â ðàçíîå âðåìß âíåñëè òà-
êèå îòå÷åñòâåííûå ó÷åíûå, êàê Ãîëüøòåéí Å.Ã.,Åâòóøåíêî Þ.Ã., Åðåìèí
È.È., Æàäàí Â.Ã., Çàáîòèí ß.È., Èæóòêèí Â.C., Êàïëàí À.À., Êíßçåâ
Å.À., Êîòêèí Ã.Ã., Ñóõàðåâ À.Ã., Ôåäîðîâ Â.Â. è äðóãèå. Â äàííîé ðà-
áîòå â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè â ìåòîäå öåíòðîâ ñòðîèòñß
ôóíêöèß ìàêñèìóìà. Ìåòîäû ìèíèìèçàöèè òàêèõ ôóíêöèé ðàçðàáàòû-
âàëèñü Äåìüßíîâûì Â.Ô., Çàáîòèíûì ß.È., Êîðàáëåâûì À.È., Êðåéíè-
3
íûìÌ.È., Ôàçûëîâûì Â.Ð. Ìåòîäàìè ïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñëîâíîé ìè-
íèìèçàöèè, âêëþ÷àß ìåòîä öåíòðîâ, çàíèìàëèñü òàêèå çàðóáåæíûå ó÷å-
íûå, êàê Áåðòñåêàñ Ä., Ãðîññìàí Ê., Ìàê-Êîðìèê Ã., Ìàíãàñàðèàí Î.Ë.,
Ìîðèñîí Ä., Ôèàêêî À., Õüþàðä Ï. è äðóãèå.
Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ßâëßåòñß ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ â ïà-
ðàìåòðèçîâàííûõ âàðèàíòàõ ìåòîäà âíóòðåííèõ è âíåøíèõ öåíòðîâ, ãà-
ðàíòèðóþùèõ ïîëó÷åíèå ε-ðåøåíèß çàäà÷è (1) çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòå-
ðàöèé. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ ßâëßåòñß
àïïðîêñèìàöèß äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Ïðè ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå ðåçóëü-
òàòîâ èñïîëüçóåòñß òåîðèß âûïóêëîãî àíàëèçà è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèß. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàåòñß ïðèâåäåí-
íûìè äîêàçàòåëüñòâàìè âñåõ ëåìì è òåîðåì, ñôîðìóëèðîâàííûõ â ðàáî-
òå.
Íàó÷íàß íîâèçíà. Äëß ïàðàìåòðèçîâàííûõ âàðèàíòîâ ìåòîäîâ
âíóòðåííèõ è âíåøíèõ öåíòðîâ, èñïîëüçóþùèõ â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëü-
íîé ôóíêöèè ôóíêöèþ ìàêñèìóìà, ðàçðàáîòàíû è îáîñíîâàíû íîâûå àë-
ãîðèòìû. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì â ýòèõ àëãîðèòìàõ ßâëßåòñß àïïðîê-
ñèìàöèß ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, èñïîëüçîâàíèå êîòîðîé ïîçâî-
ëèëî íå òîëüêî ãàðàíòèðîâàòü ïîëó÷åíèå ε−ðåøåíèß çàäà÷è (1) çà êîíå÷-
íîå ÷èñëî èòåðàöèé, ïðîäåëàííûõ ïî ðàçðàáîòàííûì àëãîðèòìàì, íî è
ïîëó÷èòü ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçóåìûå ïðàâèëà çàäàíèß óïðàâëßþùèõ ïà-
ðàìåòðîâ, ïðèìåíåíèå êîòîðûõ äàëî âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèß ε−ðåøåíèß
çàäà÷è (1) íå áîëåå ÷åì çà çàäàííîå ÷èñëî ïðîöåññîâ ìèíèìèçàöèè âñïî-
ìîãàòåëüíîé ôóíêöèè ìåòîäà öåíòðîâ.
Òàêèì îáðàçîì, íà çàùèòó âûíîñßòñß ñëåäóþùèå, ïîëó÷åííûå àâòî-
ðîì ðåçóëüòàòû:
1. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß çàäàíèß óïðàâëßþùèõ ïà-
ðàìåòðîâ äëß ïîëó÷åíèß ε-ðåøåíèß çàäà÷è (1) ïðè óñëîâèè íàõîæäåíèß
òî÷íîãî ìèíèìóìà âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè, à òàêæå ïðè ìèíèìèçàöèè
âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè äî âûïîëíåíèß çàäàííîé òî÷íîñòè ε > 0.
2. Ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçóåìûå ïðàâèëà ôèêñàöèè ïàðàìåòðîâ äëß ïî-
ëó÷åíèß ε-ðåøåíèß çàäà÷è (1) çà îäèí ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè âñïîìîãà-
òåëüíîé ôóíêöèè ìåòîäà öåíòðîâ, ïðîâîäèìûé êàê äî ïîëó÷åíèß àáñî-
ëþòíîãî ìèíèìóìà, òàê è äî äîñòèæåíèß çàäàííîãî óðîâíß òî÷íîñòè
ε > 0.
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3. Ïðèíöèïèàëüíûå àëãîðèòìû ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíî-
æåñòâà â ìåòîäàõ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ öåíòðîâ, îáåñïå÷èâàþùèå ïî-
ëó÷åíèå ε-ðåøåíèß çàäà÷è (1) çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé.
4. Ðåàëèçóåìûå àëãîðèòìû ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæå-
ñòâà â ìåòîäàõ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ öåíòðîâ, ãàðàíòèðóþùèå ïîëó-
÷åíèå ε- ðåøåíèß çàäà÷è (1) çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé ïðè óñëîâèè
ìèíèìèçàöèè âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè äî äîñòèæåíèß òî÷íîñòè ε > 0.
5. Àëãîðèòì â ìåòîäå âíóòðåííèõ öåíòðîâ, êîòîðûé îñóùåñòâëßåò
èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè ïîñëå êàæäîé èòåðà-
öèè åå ìèíèìèçàöèè ïî àëãîðèòìó òèïà íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà è ãàðàí-
òèðóåò ïîëó÷åíèå ε-ðåøåíèß çàäà÷è (1) çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé.
6. Àëãîðèòìû â ìåòîäàõ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ öåíòðîâ, êîòîðûå
ãàðàíòèðóþò ïîëó÷åíèå ε-ðåøåíèß çàäà÷è (1) íå áîëåå ÷åì çà N > 0
ïðîöåññîâ ìèíèìèçàöèè âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè.
Òåîðåòè÷åñêàß è ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü. Àëãîðèòìû, ïðåäëîæåí-
íûå è îáîñíîâàííûå â äèññåðòàöèè, îáëàäàþò âàæíûì ñâîéñòâîì, êîòî-
ðîå çàêëþ÷àåòñß â ãàðàíòèè ïîëó÷åíèß ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß ñ çà-
äàííîé òî÷íîñòüþ çà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîöåññîâ ìèíèìèçàöèè âñïîìî-
ãàòåëüíîé ôóíêöèè ìåòîäà öåíòðîâ è èñïîëüçîâàíèè äëß ïðåêðàùåíèß
âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçóåìûõ è ëåãêî ïðîâåðßå-
ìûõ êðèòåðèåâ îñòàíîâêè. Íà ïðàêòèêå ïðè ïðèìåíåíèè ýâðèñòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ îñòàíîâêè âû÷èñëåíèé òàêèå ãàðàíòèè, êàê ïðàâèëî, îòñóòñòâó-
þò. Ýòî ñâîéñòâî àëãîðèòìîâ ïîçâîëßåò ýôôåêòèâíî ïðèìåíßòü èõ äëß
ðåøåíèß ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.
Îñíîâíûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ è ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ ñ àï-
ïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà â ìåòîäå öåíòðîâ, èñïîëüçóåìûå
â äèññåðòàöèè, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëß ïîñòðîåíèß àëãîðèòìîâ â
ðàìêàõ äðóãèõ ìåòîäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè è
ïðè ïðèìåíåíèè äðóãèõ âèäîâ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè â àëãîðèòìàõ
â ìåòîäå öåíòðîâ.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäû-
âàëèñü è îáñóæäàëèñü íà: ñåìèíàðàõ Âîðîíåæñêîé âåñåííåé ìàòåìàòè-
÷åñêîé øêîëû <Ïîíòðßãèíñêèå ÷òåíèß XIII> (3-9 ìàß 2002 ã.), XIII Ìåæ-
äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè <Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè> (Êà-
çàíü, 27-31 ìàß 2002 ã.), Ðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè <Äèñêðåòíûé àíàëèç
è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé> (Íîâîñèáèðñê, 24-28 èþíß 2002 ã.), XIII Âñå-
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ðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè <Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå è ïðèëî-
æåíèß> (Åêàòåðèíáóðã, 24-28 ôåâðàëß 2003 ã.), Âñåðîññèéñêîé êîíôå-
ðåíöèè <Ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè è ýêîíîìè÷åñêèå ïðèëîæåíèß> (Îìñê,
1-5 èþëß 2003 ã.), Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè <Àëãîðèòìè÷åñêèé àíà-
ëèç íåóñòîé÷èâûõ çàäà÷>(Åêàòåðèíáóðã, 2-6 ôåâðàëß 2004 ã.), åæåãîäíûõ
íàó÷íûõ êîíôåðåíöèßõ ÊÃÓ â 2001-2004 ãã.
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èçëîæåíû â 10 ðàáîòàõ.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß, ÷å-
òûðåõ ãëàâ è çàêëþ÷åíèß. Áèáëèîãðàôèß âêëþ÷àåò 89 íàèìåíîâàíèé.
Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëßåò 132 ñòðàíèöû.
ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü çàäà÷è ïîñòðîåíèß àëãîðèò-
ìîâ â ìåòîäå öåíòðîâ ñ àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøå-
íèé, ïðèâåäåí îáçîð îñíîâíûõ ñóùåñòâóþùèõ íà äàííûé ìîìåíò ïîäõî-
äîâ, ïðèìåíßåìûõ â ìåòîäå öåíòðîâ äëß ïîëó÷åíèß ε-ðåøåíèß çàäà÷è (1),
îïèñàíà ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè è êðàòêî èçëîæåíî ñîäåðæàíèå ðàáîòû.
Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè <Ïðèíöèïû ïîñòðîåíèß àëãîðèòìîâ ñ
àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà â ìåòîäå öåíòðîâ> ïîëó÷åíû
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß ïîëó÷åíèß ε-ðåøåíèß çàäà÷è (1) çà
îäèí ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè ìåòîäà öåíòðîâ,
íà îñíîâå êîòîðûõ ïîñòðîåíû ïðèíöèïèàëüíûå àëãîðèòìû ñ àïïðîêñèìà-
öèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà â ìåòîäàõ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ öåíòðîâ,
êîòîðûå ãàðàíòèðóþò ïîëó÷åíèå ε-ðåøåíèß çàäà÷è (1) çà êîíå÷íîå ÷èñëî
èòåðàöèé àëãîðèòìîâ.
Â § 1.1 ïðèâîäèòñß ïîñòàíîâêà çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèß, êîòîðàß ðåøàåòñß ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííûõ â äèññåðòàöèè àë-
ãîðèòìîâ, ïåðå÷èñëßþòñß óñëîâèß, êîòîðûå íàëàãàþòñß íà èñõîäíóþ çà-
äà÷ó ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ, êîíêðåòèçèðóåòñß çíà÷åíèå òåðìèíà
<àïïðîêñèìàöèß>, ïðèìåíßåìîå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå.
Ïóñòü H = {1, 2..m}, ôóíêöèè f(x), fi(x), i ∈ H îïðåäåëåíû â n-
ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn, g(x) = max{fi(x), i ∈ H},D = {x :
x ∈ Rn, g(x) ≤ 0}, D′ = {x : x ∈ Rn, g(x) < 0}, f ∗ = min{f(x), x ∈ D},
Y = Argmin{f(x), x ∈ Rn}.
Óñëîâèå À. Çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ À, åñëè îíà èìååò
ðåøåíèå, ôóíêöèè f(x), fi(x), i ∈ H íåïðåðûâíû â Rn è D′ 6= ∅.
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Óñëîâèå B. Çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ B, åñëè îíà óäîâëå-
òâîðßåò óñëîâèþ A è D′ = D.
Óñëîâèå Ñ. Çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ Ñ, åñëè îíà óäîâëå-
òâîðßåò óñëîâèþ Â, ôóíêöèß f(x) ßâëßåòñß âûïóêëîé íà Rn è ôóíêöèè
fi(x), i ∈ H ßâëßþòñß ñèëüíî âûïóêëûìè íà Rn ñ ïîñòîßííûìè ñèëüíîé
âûïóêëîñòè µi.
Óñëîâèå D. Çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ D, åñëè îíà óäîâëå-
òâîðßåò óñëîâèþ Â, ôóíêöèß f(x) ßâëßåòñß âûïóêëîé íà Rn è ôóíêöèè
fi(x), i ∈ H ßâëßþòñß ðàâíîìåðíî âûïóêëûìè íà Rn ñ íåóáûâàþùèìè
ìîäóëßìè âûïóêëîñòè φi(u)(0 ≤ u <∞).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â Rn, êàæ-
äûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì êîòîðûõ ßâëßåòñß àáñîëþòíûì, X∗σ = {x : x ∈
D, f(x) ≤ f ∗ + σ} äëß σ > 0 - ìíîæåñòâî σ-ðåøåíèé çàäà÷è (1).
Ïî çàäàííîé òî÷íîñòè ε > 0 òðåáóåòñß íàéòè òî÷êó èç ìíîæåñòâà
X∗ε .
Äëß ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé t, γ, ρ ïîëîæèì F (x, t, γ, ρ) =
max{f(x) − t, ρg(x) − γ}, Z(t, γ, ρ) = Agrmin{F (x, t, γ, ρ), x ∈ Rn}.
Ôóíêöèþ âèäà F (x, t, γ, ρ) áóäåì íàçûâàòü âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèåé
äëß çàäà÷è (1). Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî Z(t, γ, ρ) 6= ∅ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèßõ
ρ > 0, t, γ.
Ïîä òåðìèíîì <àïïðîêñèìàöèß> äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ïîíèìà-
åòñß ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà âèäà D(ρ, γ) = {x : x ∈ Rn, ρg(x) − γ ≤ 0},
ãäå ρ > 0, γ - êîíñòàíòû. Îáîçíà÷èì D′(ρ, γ) = {x : x ∈ Rn, ρg(x)− γ <
0}.
Â § 1.2 äîêàçûâàþòñß íîâûå ñâîéñòâà âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè âè-
äà F (x, t, γ, ρ) è ìíîæåñòâà Z(t, γ, ρ).
Â § 1.3 ïîëó÷åíû è äîêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß
ïîëó÷åíèß ε-ðåøåíèß çàäà÷è (1) çà îäèí ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè
âèäà F (x, t, γ, ρ).
Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïîëó÷åíèß ε-ðåøåíèß çàäà÷è (1) ßâëßåòñß
Òåîðåìà 1. Ïóñòü çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ A, äëß êîí-
ñòàíòû ε > 0 ìíîæåñòâî X∗ε ßâëßåòñß îãðàíè÷åííûì, ïàðàìåòðû ρ >
0, t, γ çàôèêñèðîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî
ρmin{g(x), x ∈ X∗ε} − ε ≤ f ∗ + γ − t ≤ 0. (2)
Òîãäà Z(t, γ, ρ) ⊂ X∗ε .
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Åñëè
f, g ∈M,Y ∩D = ∅,min{g(x), x ∈ X∗ε} 6= min{g(x), x ∈ Rn}, (3)
òî âûïîëíåíèå äëß çàäàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ρ > 0, t, γ äâîéíî-
ãî íåðàâåíñòâà (2) ßâëßåòñß òàêæå è íåîáõîäèìûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû
Z(t, γ, ρ) ⊂ X∗ε . Ïîëó÷åíèå òî÷åê èç ìíîæåñòâà X∗ε âîçìîæíî è òîãäà,
êîãäà íåêîòîðûå èç óñëîâèé (3) íå âûïîëíßþòñß. Åñëè çàäà÷à (1) óäî-
âëåòâîðßåò óñëîâèþ À, ìíîæåñòâî X∗ε ßâëßåòñß îãðàíè÷åííûì, òî ñðåäè
òî÷åê ìíîæåñòâà Z(t, γ, ρ) ñóùåñòâóþò òî÷êè ìíîæåñòâà X∗ε â êàæäîì
èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:
1. f ∈ M , Y ∩ D 6= ∅ è ïàðàìåòðû ρ > 0, t, γ çàôèêñèðîâàíû òàê,
÷òî ρmin{g(x), x ∈ X∗ε} − ε ≤ f ∗ + γ − t.
2. g ∈ M , min{g(x), x ∈ X∗ε} = min{g(x), x ∈ Rn} è ïàðàìåòðû
ρ > 0, t, γ çàôèêñèðîâàíû òàê, ÷òî f ∗ + γ − t ≤ 0.
3. f, g ∈ M , Y ∩ D 6= ∅, min{g(x), x ∈ X∗ε} = min{g(x), x ∈ Rn} è
ïàðàìåòðû ρ > 0, t, γ ôèêñèðîâàíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.
Äâîéíîå íåðàâåíñòâî (2) èìååò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ïðè ïîñòðî-
åíèè àëãîðèòìîâ èñïîëüçóþòñß ñëåäóþùèå ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçóåìûå óñëî-
âèß, ýêâèâàëåíòíûå âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâà (2).
Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ À, f ∈M , äëß
ε > 0 ìíîæåñòâîX∗ε îãðàíè÷åíî, ïàðàìåòðû ρ, t, γ ôóíêöèè F (x, t,−γ, ρ)
ïðè íåêîòîðîì η > 0 çàôèêñèðîâàíû òàê, ÷òî ρ > 0, ρmin{g(x), x ∈
X∗ε}−ε ≤ η−γ, t ≤ f ∗−η, è ïðîèçâîëüíî âûáðàíà òî÷êà z ∈ Z(t,−γ, ρ).
Òîãäà, äëß òîãî ÷òîáû z ∈ X∗ε , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû z ∈ D.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ À, g ∈ M è
ïàðàìåòðû ôóíêöèè F (x, t, γ, ρ) çàôèêñèðîâàíû òàê, ÷òî t ≥ f ∗, γ >
0, ρ > 0. Òîãäà äëß òîãî ÷òîáû âûáðàííûå çíà÷åíèß ïàðàìåòðîâ óäî-
âëåòâîðßëè íåðàâåíñòâó t ≤ f ∗ + γ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
F (z, t, γ, ρ) ≥ −γ, ãäå z ∈ Z(t, γ, ρ).
Â ÷àñòíîñòè, åñëè t = f(y), ãäå y ∈ D, γ ≤ ε, òîãäà íåîáõîäèìûì è
äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî y ∈ X∗ε , ßâëßåòñß âûïîëíåíèå íåðàâåí-
ñòâà F (z, f(y), γ, ρ) ≥ −γ äëß z ∈ Z(f(y), γ, ρ).
Åñëè â äîïîëíåíèå ê óñëîâèßì òåîðåìû 3 f ∈ M è Y ∩ D′ = ∅, òî
äëß âûïîëíåíèß íåðàâåíñòâà t ≤ f ∗+ γ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííàß òî÷êà z ∈ Z(t, γ, ρ) óäîâëåòâîðßëà óñëîâèþ
z /∈ D′.
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Íà îñíîâå äîêàçàííûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïîëó÷åíèß ε−ðåøåíèß
çàäà÷è (1) â § 1.4 è 1.5 ïîñòðîåíû ïðèíöèïèàëüíûå àëãîðèòìû ñ àï-
ïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà â ìåòîäàõ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ
öåíòðîâ ñîîòâåòñòâåííî.
Â àëãîðèòìàõ â ìåòîäå âíóòðåííèõ öåíòðîâ â êà÷åñòâå àïïðîêñèìà-
öèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà èñïîëüçóþòñß ìíîæåñòâà D(ρ, γ) ïðè ρ > 0,
γ > 0. Êðèòåðèåì îñòàíîâêè â àëãîðèòìàõ â ìåòîäå âíóòðåííèõ öåíòðîâ
ßâëßåòñß ïîëó÷åíèå èòåðàöèîííîé òî÷êè, êîòîðàß íå ïðèíàäëåæèò ìíî-
æåñòâó D′. Â ýòîì ñëó÷àå ãàðàíòèðóåòñß, ÷òî ïðåäûäóùàß èòåðàöèîííàß
òî÷êà ßâëßåòñß ε−ðåøåíèåì çàäà÷è (1).
Àëãîðèòì 1 (â ìåòîäå âíóòðåííèõ öåíòðîâ). Ôèêñèðóþòñß
òî÷êà x0 ∈ D, òî÷íîñòü ε > 0, ÷èñëî δ ∈ (0; ε]. Åñëè íàéäåíà òî÷êà
xk(k ≥ 0), ïåðåõîä ê òî÷êå xk+1 îñóùåñòâëßåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì.
1. Âûáèðàþòñß ÷èñëà γk ∈ [δ; ε], ρk > 0.
2. Íàõîäèòñß òî÷êà xk+1 ∈ Z(f(xk), γk, ρk).
3. Åñëè F (xk+1, f(xk), γk, ρk) ≥ −γk, òî xk ∈ X∗ε . Ïðîöåññ ðåøåíèß
çàâåðøåí.
4. Îñóùåñòâëßåòñß ïåðåõîä ê ï.1 ïðè k, çàìåíåííîì íà k + 1.
Äîêàçàíî, ÷òî åñëè çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ À, g ∈ M
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} âûðàáàòûâàåòñß ïî àëãîðèòìó 1, íàéäåòñß
òàêîé íîìåðN ≥ 0, ÷òî äëß òî÷êè xN+1 áóäóò âûïîëíåíû óñëîâèß ïóíêòà
3 àëãîðèòìà è xN ∈ X∗ε .
Åñëè äëß çàäà÷è (1) èçâåñòíî, ÷òî f ∈ M è Y ∩D′ = ∅, òî ïóíêò 3
àëãîðèòìà 1 ìîæåò ïðèíßòü ñëåäóþùèé âèä:
3'. Åñëè xk+1 /∈ D′, òî xk ∈ X∗ε . Ïðîöåññ ðåøåíèß çàâåðøåí.
Ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ â ìåòîäå âíåøíèõ öåíòðîâ â êà÷åñòâå
àïïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà èñïîëüçóþòñß ìíîæåñòâàD(ρ, γ)
ïðè ρ > 0, γ < 0. Îñòàíîâêà âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ïðîèçâîäèòñß
ïðè ïîëó÷åíèè èòåðàöèîííîé òî÷êè, êîòîðàß ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
D. Èìåííî ýòà òî÷êà è ßâëßåòñß ε−ðåøåíèåì çàäà÷è (1).
Àëãîðèòì 2 (â ìåòîäå âíåøíèõ öåíòðîâ). Ôèêñèðóþòñß òî÷-
êà x0 /∈ D, äëß êîòîðîé f(x0) ≤ f ∗, òî÷íîñòü ε > 0, ÷èñëî δ ∈ (0; ε].
Åñëè íàéäåíà òî÷êà xk(k ≥ 0), ïåðåõîä ê òî÷êå xk+1 îñóùåñòâëßåòñß ïî
ñëåäóþùåé ñõåìå.
1. Âûáèðàþòñß ρk > 0, γk ∈ [δ; ε− ρkmin{g(x), x ∈ X∗ε}].
2. Íàõîäèòñß òî÷êà xk+1 ∈ Z(f(xk),−γk, ρk).
3. Åñëè xk+1 ∈ D, òî xk+1 ∈ X∗ε . Ïðîöåññ ðåøåíèß çàâåðøåí.
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4. Îñóùåñòâëßåòñß ïåðåõîä ê ï.1 ïðè k, çàìåíåííîì íà k + 1.
Äîêàçàíî, ÷òî åñëè çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ À, f, g ∈ M ,
äëß ε > 0 ìíîæåñòâî X∗ε îãðàíè÷åíî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} âûðàáà-
òûâàåòñß ïî àëãîðèòìó 2, íàéäåòñß òàêîé íîìåð N ≥ 0, ÷òî äëß òî÷êè
xN+1 âûïîëíßòñß óñëîâèß ïóíêòà 3 àëãîðèòìà è xN+1 ∈ X∗ε .
Àëãîðèòìû â ìåòîäàõ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ öåíòðîâ, àíàëîãè÷íûå
àëãîðèòìàì 1 è 2, ïîñòðîåíû è äëß ñëåäóþùèõ ïðàâèë èçìåíåíèß ïàðà-
ìåòðà tk(k ≥ 0) âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè.
1. tk+1 = tk + F (xk+1, tk, γk, ρk).
2. tk+1 = τf(xk+1) + (1− τ)tk, ãäå τ ∈ (0; 1).
Â § 1.6 êîíêðåòèçèðóåòñß ðåàëèçàöèß íåêîòîðûõ ýòàïîâ àëãîðèòìîâ
ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà â ìåòîäå âíåøíèõ öåíòðîâ. Ê
èõ ÷èñëó îòíîñèòñß ïðîöåäóðà íàõîæäåíèß òî÷êè íà÷àëüíîãî ïðèáëèæå-
íèß x0 /∈ D, äëß êîòîðîé f(x0) ≤ f ∗, è îïðåäåëåíèå äîïóñòèìîãî èí-
òåðâàëà çàäàíèß ïàðàìåòðà γk(k ≥ 0) â ïóíêòå 1 àëãîðèòìà 2 è äðóãèõ
àëãîðèòìàõ â ìåòîäå âíåøíèõ öåíòðîâ ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî
ìíîæåñòâà.
Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè <Èñïîëüçîâàíèå íåïîëíîé ìèíèìèçà-
öèè âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ â ìåòîäå öåí-
òðîâ ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà> ïîñòðîåíû ðåàëèçó-
åìûå àëãîðèòìû ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà â ìåòîäàõ
âíóòðåííèõ è âíåøíèõ öåíòðîâ.
Â § 2.1 äîêàçàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèß ïîëó÷åíèß ε- ðåøåíèß çàäà÷è
(1) çà îäèí ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè, ïðîâîäè-
ìûé äî âûïîëíåíèß çàäàííîãî çàðàíåå óðîâíß òî÷íîñòè ε > 0, à òàêæå
óñòàíîâëåíà ñâßçü ìåæäó ïðîöåññîì ïîèñêà òî÷íîãî ðåøåíèß è ïðîöåñ-
ñîì ïîèñêà ε−ðåøåíèß çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè.
Äëß ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ρ > 0, t, γ îáîçíà÷èì F ∗(t, γ, ρ) =
min{F (x, t, γ, ρ), x ∈ Rn}, Z(t, γ, ρ, ε) = {x : x ∈ Rn, F (x, t, γ, ρ) ≤
F ∗(t, γ, ρ) + ε}, Z(t, γ, ρ, ε) = {x : x ∈ Rn, F (x, t, γ, ρ) ≤ F ∗(t, γ, ρ) +
ε, |f(x)− t− ρg(x) + γ| ≤ ε}.
Åñëè ñðåäè òî÷åê ìíîæåñòâà Z(t, γ, ρ) íåò òî÷åê àáñîëþòíîãî ìè-
íèìóìà ôóíêöèé f(x) è g(x), òî Z(t, γ, ρ, ε) 6= ∅, ïðè÷åì Z(t, γ, ρ) ⊂
Z(t, γ, ρ, ε) äëß ε > 0.
Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèßõ ρ > 0, γ ïîñòàâèì âñïîìîãàòåëüíóþ
çàäà÷ó
min{f(x), x ∈ D(ρ, γ)}. (4)
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Îáîçíà÷èì f ∗(ρ, γ) = min{f(x), x ∈ D(ρ, γ)}.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ À, f, g ∈ M ,
Y ∩D = ∅, ε > 0, ìíîæåñòâî X∗ε ßâëßåòñß îãðàíè÷åííûì, min{g(x), x ∈
X∗ε} 6= min{g(x), x ∈ Rn}, ïàðàìåòðû 0 < ε < ε, ρ > 0, t, γ çàôèêñèðîâà-
íû òàê, ÷òî D(1,−ε) 6= ∅ è èìååò ìåñòî äâîéíîå íåðàâåíñòâî
t− f ∗ − ε+ ε+ ρmin{g(x), x ∈ X∗ε−ε} ≤ γ ≤ t− f ∗(ρ,−ε)− ε. (5)
Òîãäà Z(t, γ, ρ, ε) ⊂ X∗ε .
Åñëè çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ Ñ, ôóíêöèß f(x) óäîâëå-
òâîðßåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L > 0 íà ìíîæåñòâå D, µ =




µ , òî ñóùåñòâóþò çíà÷åíèß ïàðàìåòðîâ t, γ, äëß êîòîðûõ áóäåò âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî (5).
Ñâßçü ìåæäó ïðàâèëàìè ôèêñàöèè ïàðàìåòðîâ ïðè ïîèñêå òî÷íîãî
àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà è ïðè ïîèñêå ε−ðåøåíèß çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè óñòàíàâëèâàåòñß ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ À, f, g ∈ M ,
çàäàíû x0 ∈ Rn, ρ0 > 0, ρ1 > 0, γ0, γ1, ε > 0. Ïóñòü x1 ∈ Z(f(x0), γ0, ρ0, ε)
è z1 ∈ Z(f(x0), γ0, ρ0). Åñëè z1 /∈ Y è g(z1) 6= min{g(x), x ∈ Rn}, òî ñóùå-
ñòâóþò ÷èñëà b1, b2 ∈ [0; ε] òàêèå, ÷òî Z(f(x1), γ1, ρ1) = Z(f(z1), γ1+ b1−
b2, ρ1), Z(f(x1), γ1, ρ1) = Z(f(z1), γ1+b1−b2, ρ1) è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
f(x1) = f(z1)− b1 + b2.
Ðåçóëüòàòû ýòîé òåîðåìû ïîçâîëßþò èíòåðïðåòèðîâàòü ïðîöåññ ðå-
øåíèß çàäà÷è (1), ïðîâîäèìûé ñ ìèíèìèçàöèåé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíê-
öèè äî âûïîëíåíèß òî÷íîñòè ε > 0, êàê ïðîöåññ ðåøåíèß âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷è âèäà (4) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòè-
ìîãî ìíîæåñòâà â ìåòîäå öåíòðîâ ñ ïîëó÷åíèåì òî÷íîãî àáñîëþòíîãî
ìèíèìóìà âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ
1 èëè 2).
Â § 2.2 íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèé òåîðåì 4 è 5, ïîñòðîåíû àëãîðèò-
ìû ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà è íåïîëíîé ìèíèìèçàöèåé
âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè â ìåòîäàõ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ öåíòðîâ, â
ïóíêòå 2 êîòîðûõ íàõîäèòñß òî÷êà xk+1 ∈ Z(f(xk), γk, ρk, ε). Ýòè àëãî-
ðèòìû ßâëßþòñß ðåàëèçóåìûìè âàðèàíòàìè àëãîðèòìîâ 1 è 2 ñîîòâåò-
ñòâåííî.
Ïóñòü çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ Ñ, ε > 0, ìíîæåñòâî X∗ε
ßâëßåòñß îãðàíè÷åííûì, ôóíêöèß f(x) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ Ëèïøèöà
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ñ êîíñòàíòîé L íà ìíîæåñòâå D, Y ∩ D(1, ε) = ∅, min{g(x), x ∈ X∗ε} 6=
min{g(x), x ∈ Rn}, µ = min{µi, i ∈ H}, äëß çàôèêñèðîâàííîãî ε > 0
èìååò ìåñòî D′(1,−ε) 6= ∅ è D′(1,−ε) = D(1,−ε). Òîãäà
1. åñëè òî÷êà x0 ∈ D óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ f(x)−f(x0) > g(x)−δ,
ãäå 0 < δ < ε, äëß ëþáûõ x ∈ {x : x ∈ Rn, g(x) = min{g(x), x ∈ Rn}}
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ïîñòðîåíà ïî àëãîðèòìó, êîòîðûé ßâëßåòñß
ðåàëèçàöèåé àëãîðèòìà 1, òî ñóùåñòâóåò íîìåð N ≥ 0, äëß êîòîðîãî
xN+1 /∈ D′, è xN ∈ X∗ε .
2. åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ïîñòðîåíà ïî àëãîðèòìó, êîòîðûé
ßâëßåòñß ðåàëèçàöèåé àëãîðèòìà 2, òî ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N ≥ 0,
÷òî xN+1 ∈ D, ïðè÷åì xN+1 ∈ X∗ε .
Â § 2.3 ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíî-
æåñòâà â ìåòîäå âíóòðåííèõ öåíòðîâ, ïîñòðîåííûé íà èäåßõ ìåòîäîâ
ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè ìàêñèìóìà òèïà íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà. Íà êàæ-
äîé èòåðàöèè àëãîðèòìà ñòðîèòñß âñïîìîãàòåëüíàß ôóíêöèß, íàõîäèòñß
íàïðàâëåíèå åå óáûâàíèß â òåêóùåé èòåðàöèîííîé òî÷êå, ïðîèçâîäèò-
ñß øàã ïî ýòîìó íàïðàâëåíèþ. Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ ïîëó÷åííîé òàêèì
îáðàçîì íîâîé èòåðàöèîííîé òî÷êè îñóùåñòâëßåòñß èçìåíåíèå çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè, ò.å. äëß êàæäîé âñïîìîãàòåëüíîé
ôóíêöèè îñóùåñòâëßåòñß òîëüêî îäíà èòåðàöèß åå ìèíèìèçàöèè.
Ïóñòü çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ Â, ôóíêöèè f(x), fi(x), i ∈
H ßâëßþòñß íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûìè è âûïóêëûìè â Rn.
Àëãîðèòì 3. Ôèêñèðóåòñß òî÷êà x0 ∈ D′, ÷èñëà χ ∈ (0; 1), θi > 0,
i ∈ H∪{0}, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ar}, {br}, óäîâëåòâîðßþùèå ñëåäóþùèì
óñëîâèßì:




br ≥ 1, br+1 > br r ≥ 0; br →∞, r →∞
Ïîëàãàåòñß k = 0, z0 = y0 = x0, r0 = 0, q0 = 0, p = 0.
1. Ñòðîèòñß ôóíêöèß F (x, f(xk), ρk) = max{f(x)−f(xk), ρkg(x)−ε},
ãäå ρk = bqk .
2. Åñëè p = 1, òî ïðèíèìàåòñß (sk, σk) = (sk−1, σk−1). Îñóùåñòâëßåò-
ñß ïåðåõîä ê ï.7.
3. Ñòðîèòñß ìíîæåñòâî H(zk, δk) = {i : i ∈ H,F (zk, f(xk), ρk)− δk ≤




(f ′(zk), s) + θ0σ ≤ 0, (7)
(f ′(zk), s) + θiσ ≤ 0 i ∈ H(zk, δk) (8)
s ∈ S, (9)
ãäå S -çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Rn, ñîäåðæà-
ùåå íóëü ïðîñòðàíñòâà â êà÷åñòâå âíóòðåííåé òî÷êè. Çàäà÷à (6)-(9) ßâëß-
åòñß çàäà÷åé âûáîðà íàïðàâëåíèß óáûâàíèß äëß ôóíêöèè F (x, f(xk), ρk)
â òî÷êå zk. Ïóñòü (sk, σk) - îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (6)-(9).
5. Åñëè σk = 0 è H(zk, δk) = ∅, òî xk ∈ X∗ε . Ïðîöåññ ðåøåíèß çàâåð-
øåí.
6. Åñëè σk = 0, òî xk+1 = xk, yk+1 = yk, zk+1 = zk, qk+1 = qk,
rk+1 = rk + 1, îñóùåñòâëßåòñß ïåðåõîä ê ï.1 ïðè k, çàìåíåííîì íà k + 1.
7. Âû÷èñëßåòñß ηk ∈ [χλ∗k;λ∗k], ãäå λ∗k = argmin{F (zk+λsk, f(xk), ρk),
λ > 0} - ïîëíûé øàã èç òî÷êè zk ïî íàïðàâëåíèþ óáûâàíèß sk äëß ôóíê-
öèè F (x, f(xk), ρk), è ïðèíèìàåòñß λk = χηk.
8. Îïðåäåëßåòñß òî÷êà yk+1 = zk + λksk.
9. Åñëè yk+1 ∈ D′ è f(yk+1)−f(xk) ≤ −ε, òî xk+1 = yk+1, zk+1 = yk+1,
qk+1 = qk, rk+1 = rk + 1, p = 0.
10. Åñëè yk+1 /∈ D′, òî xk+1 = xk, zk+1 = zk, qk+1 = qk + 1, rk+1 = rk,
p = 1.
11. Åñëè yk+1 ∈ D′ è f(yk+1)−f(xk) > −ε, òî xk+1 = xk, zk+1 = yk+1,
qk+1 = qk + 1, rk+1 = rk + 1, p = 0.
12. Îñóùåñòâëßåòñß ïåðåõîä ê ï.1 ïðè k, çàìåíåííîì íà k + 1.
Åñëè íà÷àëüíàß òî÷êà x0 ∈ D′ áûëà âûáðàíà òàê, ÷òî ìíîæåñòâî {x :
x ∈ D, f(x) ≤ f(x0)} ßâëßåòñß îãðàíè÷åííûì, è íå ñóùåñòâóåò íîìåðà,






2.Ñóùåñòâóåò íîìåð N ≥ 0 òàêîé, ÷òî äëß âñåõ íîìåðîâ k ≥ N íå
âûïîëíßþòñß óñëîâèß ïóíêòà 9 àëãîðèòìà, ïðè÷åì xN ∈ X∗ε .
Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè <Óïðàâëåíèå ïðîöåññîì ìèíèìèçàöèè
ïîñðåäñòâîì ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïàðàìåòðèçàöèè â ìåòîäå öåíòðîâ> îñ-
íîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî ðîëè ïàðàìåòðà ρ â óïðàâëåíèè ïðîöåññîì ìè-
íèìèçàöèè.
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Â § 3.1 íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1 ïîëó÷åíû òåîðåòè÷åñêèå ïðàâèëà
çàäàíèß ïàðàìåòðîâ äëß ïîëó÷åíèß ε-ðåøåíèß çàäà÷è (1), óäîâëåòâîðß-
þùåé óñëîâèþ Â, çà îäèí ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè âñïîìîãàòåëüíîé ôóíê-
öèè.
Â § 3.2 íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ § 3.1 ïîëó÷åíû ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçóå-
ìûå ïðàâèëà ôèêñàöèè ïàðàìåòðîâ äëß ïîëó÷åíèß ε-ðåøåíèß çàäà÷è (1)
çà îäèí ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè, ïîñòðîåííîé â
ìåòîäå âíóòðåííèõ öåíòðîâ.
Ïóñòü äëß ε > 0 ìíîæåñòâî X∗ε ßâëßåòñß îãðàíè÷åííûì, ôóíêöèß
f(x) óäîâëåòâîðßåò íà ìíîæåñòâå X∗ε óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé
L > 0, min{g(x), x ∈ X∗ε} 6= min{g(x), x ∈ Rn} è ïóñòü èçâåñòíî ÷èñëî
f , äëß êîòîðîãî âûïîëíßåòñß óñëîâèå f ≤ f ∗. Òîãäà Z(t, γ, ρ) ⊂ X∗ε â
êàæäîì èç äâóõ ñëó÷àåâ:
1. Çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ Ñ, µ = min{µi, i ∈ H}, ïàðà-
ìåòðû ρ > 0, t, γ çàôèêñèðîâàíû òàê, ÷òî
γ ≥ δ > 0, t ≥ f ∗ + γ, ρ ≥ −L
2(ε+ δ + f − t)
µε2
. (10)
2. Çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ D, φ(u) = min{φi(u), i ∈ H},
ïàðàìåòðû ρ > 0, t, γ çàôèêñèðîâàíû òàê, ÷òî
γ ≥ δ > 0, t ≥ f ∗ + γ, ρ ≥ −ε+ δ + f − t
φ( εL)
. (11)
Ïîñêîëüêó îöåíêè ïàðàìåòðà ρ, óêàçàííûå â (10) è (11), îêàçûâàþò-
ñß îáû÷íî ñóùåñòâåííî çàâûøåííûìè, ïîñòðîåíû àëãîðèòìû ñ àïïðîê-
ñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà â ìåòîäå âíóòðåííèõ öåíòðîâ, îáëàäà-
þùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Â ýòèõ àëãîðèòìàõ óñëîâèß (10) èëè (11)
âûïîëíßþòñß òîëüêî íà èòåðàöèè ñ íîìåðîì N > 0, ãàðàíòèðóß, ÷òî ε-
ðåøåíèå çàäà÷è (1) áóäåò ïîëó÷åíî íå áîëåå ÷åì çà N èòåðàöèé. Îäíàêî
àëãîðèòìû èìåþò äîïîëíèòåëüíûé êðèòåðèé îñòàíîâêè, óñëîâèß êîòî-
ðîãî ìîãóò áûòü âûïîëíåíû íà èòåðàöèè ñ íîìåðîì, ìåíüøèì N . Ýòèì
êðèòåðèåì îñòàíîâêè ßâëßåòñß ïîëó÷åíèå òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùåé äî-
ïóñòèìîìó ìíîæåñòâó. Òîãäà ãàðàíòèðóåòñß, ÷òî ïðåäûäóùàß èòåðàöè-
îííàß òî÷êà åñòü ε-ðåøåíèå çàäà÷è (1).
Ñôîðìóëèðóåì àëãîðèòì â ìåòîäå âíóòðåííèõ öåíòðîâ äëß ðåøåíèß
çàäà÷, óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ Ñ.
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Àëãîðèòì 4. Ôèêñèðóþòñß òî÷êà x0 ∈ D, òî÷íîñòü ε > 0, ÷èñëî
δ ∈ (0; ε], N > 0 - ÷èñëî èòåðàöèé, çà êîòîðîå äîëæíî áûòü ïîëó÷åíî
ε-ðåøåíèå çàäà÷è (1), ρ−1 = 0. Çàäàåòñß âîçðàñòàþùàß ôóíêöèß ϕ(u),
äëß êîòîðîé ϕ(1) > 0, ϕ(N) ≥ 1. Ïîëàãàåòñß k = 0.
1. Âû÷èñëßåòñß Ck = −L
2(ε+δ+f−f(xk))
µε2 , ïðèíèìàåòñß ρk = max{ϕ(k+
1)Ck, ρk−1}.
2. Ôèêñèðóåòñß ÷èñëî γk ∈ [δ; ε].
3. Âûáèðàåòñß òî÷êà xk+1 ∈ Z(f(xk), γk, ρk).
4. Åñëè k = N − 1 è xk+1 ∈ D′, òî xk+1 ∈ X∗ε . Ïðîöåññ ðåøåíèß
çàâåðøåí.
5. Åñëè xk+1 /∈ D′, òî xk ∈ X∗ε . Ïðîöåññ ðåøåíèß çàâåðøåí.
6. Îñóùåñòâëßåòñß ïåðåõîä ê ï.1 ïðè k, çàìåíåííîì íà k + 1.
Äîêàçàíî, ÷òî åñëè çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ Ñ, äëß ε > 0
ìíîæåñòâî X∗ε ßâëßåòñß îãðàíè÷åííûì, ôóíêöèß f(x) óäîâëåòâîðßåò íà
ìíîæåñòâå X∗ε óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L > 0, min{g(x), x ∈
X∗ε} 6= min{g(x), x ∈ Rn}, òîãäà óñëîâèß ïóíêòîâ 4 èëè 5 àëãîðèòìà
áóäóò âûïîëíåíû ïðè íåêîòîðîì íîìåðå k ≤ N − 1 è áóäåò ïîëó÷åíî
ε-ðåøåíèå çàäà÷è (1).
Â § 3.3 ïîëó÷åíû ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçóåìûå ïðàâèëà, ïîçâîëßþùèå
ïîëó÷èòü ε-ðåøåíèå çàäà÷è (1) çà îäèí ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè âñïîìîãà-
òåëüíîé ôóíêöèè, ïîñòðîåííîé â ìåòîäå âíåøíèõ öåíòðîâ.
Ïóñòü äëß ε > 0 ìíîæåñòâî X∗ε ßâëßåòñß îãðàíè÷åííûì, ôóíêöèß
f(x) óäîâëåòâîðßåò íà ìíîæåñòâå X∗ε óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé
L > 0, min{g(x), x ∈ X∗ε} 6= min{g(x), x ∈ Rn} è ïóñòü èçâåñòíî ÷èñëî
f , äëß êîòîðîãî âûïîëíßåòñß óñëîâèå f ≥ f ∗. Òîãäà Z(t, γ, ρ) ⊂ X∗ε â
êàæäîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:
1. Çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ Ñ, µ = min{µi, i ∈ H}, ïàðà-
ìåòðû ρ > 0, t, γ çàôèêñèðîâàíû òàê, ÷òî
t ≤ f ∗, ρ′ ≥ −L
2(ε− f + t)
µε2
, γ = ρ′
µε2
L2
− ε, ρ ≥ ρ′. (12)
2. Çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ D, φ(u) = min{φi(u), i ∈ H},
ïàðàìåòðû ρ > 0, t, γ çàôèêñèðîâàíû òàê, ÷òî
t ≤ f ∗, ρ′ ≥ −ε− f + t
φ( εL)
, γ = ρ′φ(
ε
L
)− ε, ρ ≥ ρ′. (13)
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Îöåíêè ïàðàìåòðà ρ, óêàçàííûå â (12) è (13), òàêæå îêàçûâàþòñß
çàâûøåííûìè. Ïîýòîìó ïîñòðîåíû àëãîðèòìû ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïó-
ñòèìîãî ìíîæåñòâà â ìåòîäå âíåøíèõ öåíòðîâ äëß çàäà÷, óäîâëåòâîðßþ-
ùèõ óñëîâèþ Ñ èëè D, êîòîðûå ïîçâîëßþò ïîëó÷èòü ε-ðåøåíèå çàäà÷è
(1) íå áîëåå ÷åì çà çàäàííîå ÷èñëî èòåðàöèé N > 0. Òàêæå, êàê è àë-
ãîðèòìû â ìåòîäå âíóòðåííèõ öåíòðîâ, àëãîðèòìû § 3.3 èìåþò äîïîëíè-
òåëüíûé êðèòåðèé îñòàíîâêè âû÷èñëåíèé, óñëîâèß êîòîðîãî ìîãóò áûòü
âûïîëíåíû íà èòåðàöèè ñ íîìåðîì, ìåíüøèì N - ïîëó÷åíèå äîïóñòèìîé
èòåðàöèîííîé òî÷êè, êîòîðàß è ßâëßåòñß ε- ðåøåíèåì çàäà÷è (1).
Â § 3.4 àëãîðèòìû â ìåòîäàõ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ öåíòðîâ ñ àï-
ïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, ïîëó÷àþùèå ε- ðåøåíèå çàäà÷è
(1) íå áîëåå ÷åì çà N > 0 èòåðàöèé, ïîñòðîåíû èç ïðåäïîëîæåíèß ìèíè-
ìèçàöèè âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè äî âûïîëíåíèß òî÷íîñòè ε > 0.
Ïóñòü çàäà÷à (1) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ C, äëß ε > 0 ìíîæåñòâî X∗ε
ßâëßåòñß îãðàíè÷åííûì, ôóíêöèß f(x) óäîâëåòâîðßåò íà ìíîæåñòâå D
óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L > 0,min{g(x), x ∈ X∗ε} 6= min{g(x), x ∈
Rn} è èçâåñòíû ÷èñëà f, f , äëß êîòîðûõ âûïîëíßåòñß óñëîâèå f ≤ f ∗ ≤
f . Òîãäà Z(t, γ, ρ, ε) ⊂ X∗ε â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:
1. Ïàðàìåòðû 0 < ε < ε, ρ ≥ 1, t, γ çàôèêñèðîâàíû òàê, ÷òî
D′(ρ,−ε) 6= ∅ è âûïîëíßþòñß íåðàâåíñòâà




+ ε, ρ ≥ −L
2(ε− ε+ δ + f − t)
µ(ε− ε)2 . (14)
2.Ïàðàìåòðû ε > 0, ρ′ ≥ 1, t, γ çàôèêñèðîâàíû òàê, ÷òî D′(1,−ε) 6=
∅, D′(1,−ε) = D(1,−ε), ε ≥ 2ε+L
√
ε
µ , ε1 = ε− ε−L
√
ε
µ è èìåþò ìåñòî
ñîîòíîøåíèß




, ρ′ ≥ −L










+ ε)− ε1 + ε, ρ ≥ ρ′. (15)
Ïðèìåíåíèå ïðàâèë (14) è (15) ïîçâîëßåò ïîñòðîèòü àëãîðèòìû â ìå-
òîäàõ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ öåíòðîâ, ïîëó÷àþùèå ε- ðåøåíèå çàäà÷è (1)
íå áîëåå ÷åì çà N > 0 èòåðàöèé, àíàëîãè÷íûå àëãîðèòìàì, ïîñòðîåííûì
â § 3.2 è § 3.3, ïðè óñëîâèè, ÷òî äëß êàæäîãî íîìåðà k ≥ 0 âûáèðàåòñß
xk+1 ∈ Z(f(xk), γk, ρk, ε).
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×åòâåðòàß ãëàâà äèññåðòàöèè <Ðåøåíèå òåñòîâûõ çàäà÷> ïîñâßùå-
íà ðåøåíèþ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ, ïîñòðîåííûõ â äèññåðòàöèè,
è èõ ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè àëãîðèòìàìè â ìåòîäàõ âíóòðåííèõ è
âíåøíèõ öåíòðîâ è èõ ïàðàìåòðèçîâàííûìè ìîäèôèêàöèßìè.
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïîëàãàëîñü ε = 10−3, δ = 10−7. Ôèêñàöèß ïà-
ðàìåòðà γk íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîâîäèëàñü ñëó÷àéíûì îáðàçîì èç äî-
ïóñòèìîãî äëß ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà èíòåðâàëà. Ìèíèìèçàöèß
âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè ïðîâîäèëàñü ñ òî÷íîñòüþ ε = 10−8. Äëß îñòà-
íîâêè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, ïðîâîäèìîãî ïî ìåòîäàì âíóòðåííèõ è
âíåøíèõ öåíòðîâ è èõ ïàðàìåòðèçîâàííûì âàðèàíòàì, èñïîëüçîâàëñß ýâ-
ðèñòè÷åñêèé êðèòåðèé - âû÷èñëåíèß ïðåêðàùàëèñü, åñëè ïðè íåêîòîðîì
íîìåðå k ≥ 0 èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî |f(xk+1)− f(xk)| ≤ ε.
Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñäåëàíû ñëåäóþùèå âû-
âîäû.
1. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ, ïðåäëîæåííûõ â äèñ-
ñåðòàöèè, çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé âûïîëíßþòñß óñëîâèß êðèòåðèåâ
îñòàíîâêè è ïðèáëèæåííûå ðåøåíèß óäîâëåòâîðßþò çàäàííîé òî÷íîñòè
ε = 10−3. Ïðèìåíåíèå æå èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ â ìåòîäå öåíòðîâ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ýìïèðè÷åñêîãî êðèòåðèß îñòàíîâêè ïðèâåëî ê ïðåðûâàíèþ
âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà â òî÷êàõ, â êîòîðûõ çàäàííàß òî÷íîñòü íå äî-
ñòèãàëàñü, ïðèìåðíî â 35 ïðîöåíòàõ ñëó÷àåâ.
2. Àëãîðèòìû ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà â ìåòîäå
âíåøíèõ öåíòðîâ îñòàíàâëèâàþò ïðîöåññ â äîïóñòèìîé òî÷êå, â òî âðå-
ìß êàê ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà âíåøíèõ öåíòðîâ è åãî ïàðàìåòðèçîâàí-
íîé ìîäèôèêàöèè ïðèõîäèòñß îãðàíè÷èâàòüñß òî÷êîé, áëèçêîé ê ãðàíèöå
ìíîæåñòâà, íî íå ïðèíàäëåæàùåé åìó.
3. Ïðèìåíåíèå ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïàðàìåòðà ρ è ñêîðîñòü åãî èç-
ìåíåíèß ìîæåò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíîìó ñîêðàùåíèþ êîëè÷åñòâà èòå-
ðàöèé, êîòîðîå òðåáóåòñß ïðîäåëàòü äî äîñòèæåíèß ðåøåíèß ñ çàäàííîé
òî÷íîñòüþ.
4. Â àëãîðèòìàõ, ïîñòðîåííûõ â òðåòüåé ãëàâå, çíà÷åíèå ρk ôèêñè-
ðóåòñß èñõîäß èç îöåíîê âåëè÷èí êîíñòàíòû Ëèïøèöà öåëåâîé ôóíêöèè
è ïîñòîßííîé ñèëüíîé âûïóêëîñòè ôóíêöèé îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå ìîãóò
áûòü äîñòàòî÷íî ãðóáûìè. Ïîýòîìó âûïîëíåíèå çàäàííîãî êîëè÷åñòâà N
èòåðàöèé íå òðåáóåòñß. ×àùå âñåãî îñòàíîâêà ïðîèçâîäèòñß ïî äîïîëíè-
òåëüíûì êðèòåðèßì îñòàíîâêè íà èòåðàöèè ñ íîìåðîì, ìåíüøèì N .
5. Òåîðåòè÷åñêèì êðèòåðèåì îñòàíîâêè ïðîöåññà âû÷èñëåíèé àëãî-
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ðèòìà 3 ßâëßåòñß òîò ôàêò, ÷òî íà÷èíàß ñ íåêîòîðîãî íîìåðà K ≥ 0,
íè ðàçó íå âûïîëíßþòñß óñëîâèß ïóíêòà 9 àëãîðèòìà. Â ñâßçè ñ ýòèì
ïðîöåññ îñòàíàâëèâàëñß òîãäà, êîãäà â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ 50 èòåðàöèé
óñëîâèß ïóíêòà 9 àëãîðèòìà íå èìåëè ìåñòà. Õîòß ýòîò êðèòåðèé âñå
åùå íîñèò ýìïèðè÷åñêèé õàðàêòåð, ïðè ðåøåíèè âñåõ òåñòîâûõ çàäà÷
áûëî ïîëó÷åíî ðåøåíèå, óäîâëåòâîðßþùåå çàäàííîé òî÷íîñòè ε = 10−3.
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ìàëûõ èòåðàöèé (ïîèñê íàïðàâëåíèß
óáûâàíèß âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè è øàã ïî íåìó), ïðîäåëàííûõ ïî
àëãîðèòìó 3, è âðåìß ðàáîòû àëãîðèòìà äëß çàäà÷ ðàçìåðíîñòè n ≥ 5
óìåíüøàåòñß ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè àëãîðèòìàìè â ìåòîäå öåíòðîâ.
Óêàçàííûå âûâîäû ïîäòâåðæäàþò ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèß àë-
ãîðèòìîâ, ïðåäëîæåííûõ â äèññåðòàöèè, äëß ðåøåíèß ïðàêòè÷åñêèõ çà-
äà÷.
ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÐÀÁÎÒÛ
1. Äîêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß çàäàíèß óïðàâëß-
þùèõ ïàðàìåòðîâ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè â ìåòîäå öåíòðîâ äëß ïîëó-
÷åíèß ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèß,
óäîâëåòâîðßþùåãî çàäàííîé òî÷íîñòè ε > 0, ïðè óñëîâèè êàê ïîëó÷åíèß
òî÷íîãî àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà, òàê è ïîëó÷åíèß ε-ðåøåíèß çàäà÷è ìè-
íèìèçàöèè âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè. Íà îñíîâå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
äëß çàäà÷, öåëåâàß ôóíêöèß êîòîðûõ ßâëßåòñß âûïóêëîé, à ôóíêöèè-
îãðàíè÷åíèß ñèëüíî âûïóêëûìè èëè ðàâíîìåðíî âûïóêëûìè, ðàçðàáî-
òàíû ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçóåìûå ïðàâèëà çàäàíèß ïàðàìåòðîâ, ñëåäóß êî-
òîðûì ε-ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü çà îäèí ïðîöåññ ìè-
íèìèçàöèè âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè.
2. Ðàçðàáîòàíû ïðèíöèïèàëüíûå àëãîðèòìû ñ àïïðîêñèìàöèåé äî-
ïóñòèìîãî ìíîæåñòâà â ìåòîäàõ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ öåíòðîâ. Êðèòå-
ðèåì îñòàíîâêè àëãîðèòìîâ ßâëßåòñß ïîëó÷åíèå èòåðàöèîííîé òî÷êè èç
ìíîæåñòâà, îáðàçîâàííîãî ðàçíîñòüþ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé è
ìíîæåñòâà, ßâëßþùåãîñß åãî àïïðîêñèìàöèåé. Äîêàçàíî, ÷òî çà êîíå÷-
íîå ÷èñëî èòåðàöèé, ïðîäåëàííûõ ïî ýòèì àëãîðèòìàì, áóäåò ïîëó÷åíî
ε-ðåøåíèå çàäà÷è.
3. Ïîñòðîåíû àëãîðèòìû ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà
â ìåòîäàõ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ öåíòðîâ ñ ìèíèìèçàöèåé âñïîìîãàòåëü-
íîé ôóíêöèè äî âûïîëíåíèß çàäàííîé òî÷íîñòè ε > 0, êîòîðûå òàêæå çà
êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé ïîëó÷àþò ε-ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.
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4. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì â ìåòîäå âíóòðåííèõ öåíòðîâ íà îñíîâå íàè-
ñêîðåéøåãî ñïóñêà. Ïîñëå êàæäîé èòåðàöèè ìèíèìèçàöèè âñïîìîãàòåëü-
íîé ôóíêöèè â íåì îñóùåñòâëßåòñß ïîäñòðîéêà ïàðàìåòðîâ. Ïðèìåíåíèå
àïïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ïîçâîëßåò ãàðàíòèðîâàòü ïîëó-
÷åíèå ε-ðåøåíèß çàäà÷è çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé.
5. Ïîñòðîåíû àëãîðèòìû ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà
â ìåòîäàõ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ öåíòðîâ, ïîëó÷àþùèå ε-ðåøåíèå çàäà÷è
íå áîëåå, ÷åì çà çàäàííîå çàðàíåå ÷èñëî èòåðàöèé N > 0.
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